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E.
Ensembles :

ENS
: Collection d'Objets equipes

d'une relation d'apportencie
↳
,
A der ensembles
eA

etdime relation d'inclusion
AcB : ecAeeB



Axiomes de la Therrie

des

Ensembles



Les ENS sont
sornis a un ensemble fini daxiones
- Ensemble I - Paire

-
x2 inclusion

- X

-
Ens de Partice :

-
Reunion - AxioneduChoix (?/

qui permettent de construire de

nouveaux ensembles



Construction de IN (Peano
0 := 0
1 := 5(9) = 593
2 := 90 ,5933

:

m -
W = nugr]
\u,343]



Product Contesien d'EnsembleS
AxB =((a,b) =9a, (a,b3)acA ,be B)

An =&(a, ...,an) nicti]

TAilafiel acAi] Axchoix



Relations Binaires

RcAxB : aRb((a,b)eR

A =B : propriates supplementaires
-Sym , Reflex ,transit
Ordre
, equivalence

Ex : A_B -N : X , 1 , = (g)



Applications entre ensembles

f : X =Y = Graphede f
GgCXXY +g neX

G fire.- &(40,y) yeTza un
elt

exactement

y =f(x)



Homens (X,1) =&f : / =X] stun ensemble
le sous-ensemble de P(XXX) forme des
graphs X

Homews (4,4) =5(x,%) = Y

Y
*
= y = (H)+ey +Xf()-



|x| = M >0

ly1 = N>0

1yY = NM



✗ = Y = { 1, 2,3, 4}

- fi. ↑ → 3 , 2 →2, 3.→ 2,4→ t

- fi ! → 3
,
2→ 2

,

3→4
,
4→ t

- f3 : l→ 2 , 2→3, 3→4,4→ l
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Image/Preimage : J : A -> Y

Def : A c X l'image de A parf

fo(A) = (f(x) +A]Y
* =31,23 fi ((1,03) =32,33 i =1,2,3
A=3 %43 fz())=313382(k)=313783(A)=5,23



Def : f : X- Y . B2Y
la preimage de B par f

f
*(B) = (xe X +qf(x) c B3 =1" (i)

B =91,23 f(B) =52,3,43 80 (B)=52,43
f(B) =314314)=4



Cas Particuliers

->
A= X fr(X) = l'image deXparf

- B =5y3yf
*

(4y3) =ExeX +qf(x)=y]
= l'ensemble des antecedents

de Y



Rug : si y Fm/f) 8383) =0
et si BeIm(f) =of (B) =q

- B -y f((y) = X .



80 : P(X)--Y()
A - (n(A)

f%95. P(y) --(x)
B = f

*

(B)



Injectivite/Surjectivite/Bigectivite

Def : f : X -Y est injective /intol fixst
lookrightarrow

sai Aye Y &
*&x3) posted an plus
I elet.

I , non-ing fassing



: f : X +X at conjective (onto) 8:XM-17
Isuy

si VyeY I mapsto

8"(y3) #$ (pisode au -unelf)

Is pas any ,I say Josary.



Jef : f : Y -Y at bijective !f Oneto -One

f :=Y
Isiney

sai festing & san

f , nonbig Ja big fa big



Notations

INSIM)
SURJ(X,Y)
B1J(X ,1) = INJ(X, nSURJ(X,Y)

=Isomens (X,Y)



f : +1 -Ro

t



Ring : f : X = Im/f)<Y
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C : N2 - IN
(m,u) - ]((m+m)+ m+ 3u)

(10
,
0 - 0 ((1

,
0) = 1 ((0,)=2

((2,0) =3 (()= 4 ((0,2) =5
Ex : trouvez I autres fats polynomiales&
-

qui realisent une big entre NetI



Application reciproque : J: Y

& bijective : por tout ye Y 7 ! x +q
f(x) =y
..

Gela signific egalement que Vyey lexiste
x +qy =f(x) Ifstng) et ax est

unique /gest injective



-
on definit alors une application
f : Y - X qui a yet

associe l'uniqueeXtqfy
G you le note f% ) etoua

application reciproquedefinity y+X def



Comme best hig alos f'staussi
big-
· Bijans(y)Bijews,X

f - g



f 'n'existe que si fet bijective (Ing+Su
par
contre la preimage

fP(X) -P(4) existe tonyouss
Jquef sort Bij on Pass



Involutivite : de la reciproque
f : 154--fys,X

que
vant (8

%" ?

(f): X - y cat f
(f"" = f



Composition d'applications
f: X -Yg : y + z

XB> y

gofg of : -g(f(y))
Kirc



Composition of Hom's

Homew(,7)x Home(N,Y) -atom(i)
-

18 8 -> gof

gof(y):= g)f(x))



f :3,43 =51,2,2,43

82: 31 ,2,3,4)been

frofi : is een
& -
2 -> 2

3 -> 2

4 -> 3



Proprites de la composition

Associativite : fix-Y g :
Yez hiz-T

holgof)=(hog)of
x= h(gof(x)) x->oz)(f(x))

h(g(f(x)))=h(y(f(x)))



En ecriva : boy of pour(hogof-holgof
-
Neutralite de l'identit : Rappel tout
resemblXouvide) posseces une application
naturable de X vers X

[dy : xeX =- xeX



Ey at bijectiveId =Fix
-
Soit f : X -Y

Jolly : X **xx = f
x --x --f(x)
f

Edyof :T = 8



de
identit

Idyof = f



Simplification : f: XY-
fY = X

jog : xY x

gog :
y x Y



jof : x --f(x)-- f(f(x)) = x
fof -Ex
fof : y -of(x)-> f(fG))= y
fof"- Idy



Notation puissance

↳30f : x + X

j- jof,jf rfof , Prof -f fid,
R

si de plus feBij(X,4)

f reciproque g
:

-(f
+/



b
,
le T

gage he



fo : N2 X N comme on ale resultat

suivant : siX 54' at 45%

alon XY -X'sy'

f : x = X g :
y+y

fig):



C : N2 N IN-
N=NEN = IN IN s IN
-

NN
..... Hrbl IN= I



Composition, Injectivite,Surjectivite,Bijectivite

Prenve : (2) sort f :/Y et
g
:/Z

sortzeZovmyJaeXtq gof()Ez



Prenve : (2) Comme getmy J yeY +q
g(y) = z

comme f et any JxeXtgf()-y
gof(x) = g(f(x))= g(y) =z
gof



fin de (5) :
amc (1) +(2)
on a my sif etigcontbig

alone gof est big
on net In formule pour (goff"Ifog
I

X -XZ ou calcule
---

g (90f(fil)(z)
fog = (gofofog/(z)



gof"-Fly (goldyog/
= (gog)(z)
= Fdz(z) =z

de in (fog)o(gof)(x) = +
jog et la reciproque de gof

E



Carolinal d'un ENS

Def : le cardinal de X et la categorie
des ensemble Y ty 1) in 15%.



Preave : T: X = X do (1=1)

· (1=1= -f := + etfysX
(4) =1)

· M 1 =11 n 11 = 17)-f: y g :/

et gof:X Z



Exemples : IN=IN - ... -NY portouth

= p,geN 90(p,q)= 13
etan bij avec un sensemble de
N2 I,olANY-II

et IQ = III
⑰ est danoubrable

.

IT = IN



- Sort X : Ens P(X) l'encumbled
see sous enserables

1P(X)) =1 F(X
,
50,3/1 =150,is

en particulier si /41 =m
(P(X)1 =2



X
la bijection P(X) [50,3 =

5(X,30,is)

a donne
par
In "fonction caracteristique"

N : AcX -p : y -50,B
⑨

(a(x) =31si xt
A

O si A
↑. It une bijection don't la reciproque



Exemples : A = IN
A =

N
%

& oooooo

&⑧



[1 , 2, 43 %

No



est So, -- 5(x)
A10)" : J : x--30,B ->A Devela

Ag := ( x+X +qf(x)= 1)



Thm (Cunta) #XENS/(4)(f(X)
-

if n'existe pas de big entre Net $(X

enparticulier (INI#P(IN)) = 190,13 N/
#(N) n'est pas denombrable

Corollaire : IR n'est pus denombrable-



"Preuve" du Corollaire : ou v mg [0,1)
n'est pas demombrahle

=> (0,1/1 = 150, 13* #IN) (pm Canton)
17

F (IN
,
30,B) = P (IN)

Ou pert "essentiellement" identifie
[0, 1) arec F(IN, 50,B)



[0,1) = 0
,G... -G

developpement cie[0,B
binaire

u=
~> ilico e F(M;So,i--



"Preuve de Thm de Canton".

Si X stfini (11 =u
19(4)1 = 190,1-2 en particulier

ngg
(S(x)) + (X)



Cus X at infini XSIN
il suffit de demontre Cauti par X-IN
on ving

f n'existe pas de bijection
&

8. I - So,F(N, 50,13.I
les suites avaluuss
ds [0,1)



Supposon qu'une telle bij existe

Join In : m -fulm) e90,1
INF(I

,
So,13/

Par hypothese pour toute suite

f = (f(m))m>0 f(m)e50,3



if devrait existe n EI Tg
f = In : AmeIffas =fulm

Considerous la saite fs (C= "Cantor")
fe(m)=50sifm(m)= 1

↑ sifn(m)=0



Question : La suite de Cantor
Je dont entre egalea uncertain

fre pow neeN

quelle est la valeur de fene) ?
Supposersf((nc)=0 =?

Scree : I




